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摘  要:针对属性权重信息不完全未知的三角犹豫模糊多属性决策问题，提出基于一致性指数的双向投影决策方法。首先，针对三角犹豫模糊决策信息，给出备选方案与正负理想点形成向量的表达公式，利用方案与正负理想点的一致性变化关系，构建基于一致性指数的三角犹豫模糊双向投影测度模型；然后，建立基于一致性指数最大化的权重优化模型，通过求解优化模型计算属性权重。最后，通过算例说明方法的有效性和可行性。
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Projection method with hestitant triangular fuzzy information 
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Abstract: For the multiple attribute decision making problem, in which the attribute weights are incompletely unknown and attribute values take the form of hestitant triangular fuzzy numbers, a bidirectional projection decision method based on consistency index is proposed. Firstly, the vectors of alternatives, positive-ideal and negative-ideal point are defined. A bidirectional projection decision model based on consistency index is proposed, in which the attribute values are in the form of hestitant triangular fuzzy set. Then, an optimization model based on maximizing the consistency index is constructed to obtain the attribute weights. Finally, a numerical example is provided to illustrate the validity and feasibility of the proposed method.
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1  文献综述
Zadeh[1]提出利用模糊集处理不确定性和模糊性决策信息，但随着决策过程复杂性和决策信息模糊性的增加，模糊集通过单隶属度刻画模糊信息，难以满足实际决策的需要。国外学者对模糊集进行了一系列拓展，先后提出直觉模糊集[2]、type-2型和n-型模糊集[3]等。近年来，Torra[4]提出利用具有多重隶属度的犹豫模糊集处理多属性决策问题，犹豫模糊集可兼顾决策者意见不一致和模糊源过多的情形，更适合表达决策者偏好[5]。

需要指出的是，已有关于犹豫模糊多属性决策问题的研究仍存在不足之处，譬如只允许评价信息是由若干精确值或区间数组成[4-6]。在实际决策中，考虑到决策环境的复杂性、决策者认知的局限性和决策时间等限制因素，决策者往往难以给出以精确值表示的评价信息；而以区间数表示评价信息，由于区间数缺少中心，经过一系列复杂运算后可能进一步扩大或缩小区间取值范围。为克服这一缺陷，文献[7]将犹豫模糊集与三角模糊数结合，提出三角犹豫模糊集的概念，采用若干间的三角模糊数表示评价信息，有效避免原始信息的损失，处理某些现实决策问题时更加便捷有效[7-10]。文献[7]研究了三角犹豫模糊加权平均（HTFWA）算子，三角犹豫模糊加权几何平均（HTFWG）算子，三角犹豫模糊优序加权平均（HTFOWA）算子，三角犹豫模糊加权几何（HTFOWG）算子，三角犹豫模糊混合平均（HTFHA）算子和三角犹豫模糊混合几何（HTFHG）算子，进一步将HTFWA 算子和HTFWG 算子应用于多属性决策问题。文献[8]研究了基于Einstein运算的三角犹豫模糊加权平均（HTFEWA）算子，三角犹豫模糊加权几何（HTFEWG）算子，三角犹豫模糊有序加权几何（HTFEOWG）算子，三角犹豫模糊混合平均（HTFEHA）算子和三角犹豫模糊混合几何（HTFEWA）算子，并将HTFEWA算子和HTFEWG应用于多属性决策问题。文献[9]研究了三角犹豫模糊Bonferroni平均（HTFBM）算子和三角犹豫模糊加权Bonferroni平均（HTFWBM）算子，建立了基于HTFWBM算子的多属性决策模型。文献[10]研究了三角犹豫模糊Choquet 有序平均算子，进一步应用于水利项目的决策中。
投影法以方案间形成向量的投影进行决策，无须对评价信息直接进行比较和排序，计算过程简单易行，科学合理且区分度较高，在决策领域得到广
泛应用[11-14]。文献[11]研究了评价信息为三角模糊数的投影决策问题，以方案在正理想点上形成的投影对方案排序，但该方法仅考虑了方案与正理想点的关系。文献[12]研究了正交投影法，以方案与正理想点形成的“垂面距离”对方案进行排序，同样仅考虑了方案与正理想点的关系。文献[13-14]针对评价信息为犹豫模糊数和区间直觉模糊数的决策问题，基于TPOSIS思想，构建双向投影测度模型，该模型充分考虑方案与正负理想点的关系，具有良好的应用前景。
综合上述分析，对于属性权重信息不完全未知的三角犹豫模糊决策理论研究并不深入。本文将双向投影法引入三角犹豫模糊决策，充分考虑方案与正负理想点的一致性变化关系，提出基于一致性指数的双向投影测度模型；利用一致性指数最大化优化模型，确定属性权重，进而实现方案的排序，并通过实例验证方法的有效性。
2  基础理论










定义1[7] 设是给定的非空集合，称为定义在上的三角犹豫模糊集（HTFS）。其中为上的可能三角模糊数的集合，表示属于集合的可能隶属度，称为三角犹豫模糊元（HTFE），记。











如果没有特殊说明，三角犹豫模糊元中元素按增序排列，即三角犹豫模糊元 ，，其中，为三角犹豫模糊元中第小的元素，表示的长度。










定义2[11] 设两个三角犹豫模糊元（HTFE）和，且，即和长度相等，和夹角余弦，即相关系数计算公式为

      （1）
其中

    （2）

         （3） 

     （4）



定理1  设和为任意两个三犹豫模糊元（HTFE），且长度相等，则满足如下性质

（1）对称性：；



（2）有界性：，当且仅当时，。




证明  由余弦定理本身性质，显然对称性和有界性成立。特别地，当时， ，则=1。
3  三角犹豫模糊双向投影决策模型
3.1  问题描述
考虑一个含有三角犹豫模糊信息的多属性决策问题，具体描述如下。
















设为方案集，为属性集，属性权重信息不完全未知，为属性权重向量，满足。设为三角犹豫模糊决策矩阵，其中为决策者对方案关于属性的评价值，，其中为的长度。






 需要说明的是，很多情况下，同一属性下三角犹豫模糊元的长度并不相同，方便起见，作如下处理：同一属性下，添加长度较短的三犹豫模糊元中元素，至同一属性下三角犹豫模糊元的长度相等，令，。喜好风险的决策者选择添加集合中最大元素，厌恶风险的决策者选择添加集合中最小元素[15]。经过对三角犹豫模糊元长度的处理，构造规范化的三角犹豫模糊决策矩阵。为解决上述问题，本文提出基于一致性指数的双向投影法对规范化的三角犹豫模糊矩阵进行决策分析，具体方法如下。
3.2  决策方法




定义3  设和分别为方案集上含有三角犹豫模糊信息的正理想点和负理想点，计算公式分别为 

    （5）

        （6）  



其中，为第项含有三角犹豫模糊信息属性的长度。









定义4[11]  设和分别方案集上含有三角犹豫模糊信息的两个备选方案，，则方案与形成向量的计算公式为     （7）
其中

，

，

，







，，为第项含有三角犹豫模糊信息属性的长度， ，，分别为取最大值，中间值和最小值。








定义5  设和分别方案集上含有三角犹豫模糊信息的两个备选方案，，则方案在方案上投影的计算公式为

 （8）









其中，为第项含有三角犹豫模糊信息属性的长度。显然，越大，方案和越接近，越小，方案和越远离。





定义6  设和分别为含有三角犹豫模糊信息的方案集上的备选方案、正理想点和负理想点，则负理想点与备选方案形成向量在正负理想点形成向量上投影的计算公式为

           （9）


则正负理想点形成向量在方案在正理想点形成向量上投影的计算公式为

  （10）








其中，向量，和如定义4所示，， 和如定义2所示。



定理2[13]  越大，则方案越接近正理想点， 



越小，则方案越接近正理想点；



越小，则方案越远离负理想点； 



越大，则方案越接近负理想点。 













证明  根据投影定义，和如定义6所示，越大，则向量与向量越靠近，故方案越接近正理想点；越小，则向量与向量越远离，故方案越远离负理想点；反之亦然。




定理3  设和如定义6所示，则方案的一致性指数计算公式为

            （11）


且一致性指数越高，方案越优。















证明   由定义6和定理2知：越大，则方案越接近正理想点，越小，则方案越远离负理想点。在属性下，方案与的偏差为，该值越小，则方案越接近正理想点；方案与负理想点的偏差为，该值越大，则方案越远离负理想点。为消除符号的影响，取偏差平方和的形式。设一致性指数为，仅需综合方案与正负理想点的关系使其一致性变化，构造一致性函数

   





由于处处可导，且，令时，求解取最小值时的，求得

 
3.3  决策步骤





步骤1  假设决策者为风险厌恶型，添加三角犹豫模糊元（HTFE）中最小元素，至同一属性下三角犹豫模糊元长度相等[15]，令，构造规范化的三角犹豫模糊决策矩阵，。


步骤2  依据式（5）和式（6）计算正理想点和负理想点。





步骤3  依据式（7）计算负理想点与方案形成的向量、正负理想点形成的向量和方案与正理想点形成的向量，依据式（1）-（4）计算相关系数和 。  


 步骤4  依据（9）-（10）计算双向投影矩阵和。

步骤5  依据式（11）计算备选方案的一致性指数。
步骤6  构建优化模型，确定属性权重。

属性权重信息不完全未知的情况下，确定属性权重时需满足决策者的主观偏好，设决策者主观部分属性权重偏好集为，令决策者的主观偏好作为约束条件；依据定理3，客观上应使一致性指数越大越好。考虑到方案的无偏性，构造一致性指数最大化优化模型   

（12）


模型（12）可用lingo软件求解。
步骤7  参照式（11），计算考虑属性权重的一致性指数，得各方案的综合一致性指数，计算公式为

     （13）




依据式（13）计算方案的综合一致性指数，。依据综合一致性指数的大小对方案进行排序，若越大，则方案越优。
4  应用实例














引用文献[8]中的算例验证本文方法。考虑一个含有三角犹豫模糊信息的投资企业的决策问题。设5家企业将被考虑投资，：汽车企业，：食品企业，：IT企业，：军火企业，：传媒企业，考虑的属性指标有4个，：投资风险，：经济效益；：政治环境影响；：生态环境影响。这里四项属性指标均为效益型属性，其中属性和指投资项目的正向社会影响。为避免决策专家间的相互影响，要求专家对五家企业进行匿名评估，决策矩阵，如表1所示，其中为三角犹豫模元。属性权重信息不完全未知，取值范围为：

 同一属性下的   下面利用本文提出基于一致性指数的三角犹豫模糊双向投影决策方法进行决策分析，具体步骤如下：

（1） 假设决策者为风险厌恶型，构造规范化的三角犹豫模糊决策矩阵，如表2所示。



表1     三角犹豫模糊决策矩阵

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	


	

	

	

	

	


	

	

	

	

	


	

	

	

	

	


	

	

	

	

	




表2     规范化的三角犹豫模糊决策矩阵

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	


	

	

	

	

	


	

	

	

	

	


	

	

	

	

	


	

	

	

	

	




（2） 依据式（5）和式（6）计算正理想点和负理想点，计算结果为


   （3） 依据式（8）-（10）计算双向投影矩阵，计算结果如下



（4） 依据式（11）计算方案的一致性指数，计算结果如下


（5） 依据式（12），构造如下优化模型




  利用lingo软件求得属性权重向量。
（6） 依据式（13）计算方案的综合一致性指数，计算结果为


，，


，，

。



由于，方案的排序结果为，故最优方案为。



研究结果表明：利用本文方法得到的排序结果与文献[8]利用基于Einstein运算的三角犹豫模糊加权几何（HTFEWG）算子得到的排序结果一致，均为；与利用基于Einstein运算的三角犹豫模糊加权平均（HTFEWA）算子得到的排序顺序略有不同，HTFEWA算子得到的排序结果为，最优方案均为，进一步说明本文方法的正确性。而文献[8]利用HTFEWG算子和利用HTFEWA算子得到的方案的排序不完全一致，易给决策者选择方案时造成困惑。与其相比，本文方法充分考虑方案与正负理想点的关系，有效解决方案与正负理想点变化的不一致性，具有良好的区分度，计算结果科学可靠；在属性权重信息不完全未知的情况下，利用一致性指数最大化优化模型可方便地获取属性权重，计算过程简单易行。
5  结束语
本文对属性权重信息不完全未知的三角犹豫模糊多属性决策问题进行研究。构建备选方案与正负理想点的两两向量表达式，建立三角犹豫模糊向量投影公式，利用方案与正负理想点一致性变化规律，提出基于一致性指数的双向投影测度模型；通过建立一致性指数最大化优化模型，计算属性权重，进而实现方案排序。该模型从决策者的主观偏好出发，并结合属性权重的客观约束，确定属性权重，有效地避免决策信息的缺失；提出基于一致性指数的双向投影测度模型，有效避免三角犹豫模糊元间的直接比较和排序，减少决策信息损失，决策结果真实可靠。
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基于一致性指数的

三角

犹豫模糊投影决策方法
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摘

  

要

:

针对属性权重信息不完全未知的

三角

犹豫模糊多属性决策问题

，

提出

基于一致性指数的

双向

投影决策方法。

首先

，

针对

三角

犹豫模糊

决策

信息

，

给出备选方案与正负理想点形成向量的表达公式

，

利用方案与正负理想点的一致

性

变化

关系

，

构建

基于一致性指数的

三角

犹豫模糊双向投影测度模型；然后

，

建立

基于

一致性

指数最大化的权重优化

模型

，

通

过求解优化模型

计算

属性权重

。

最后

，

通过算例说明方法的有效性和可行性。
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Projection method with hestitant 

t

riangular 

fuzzy information 

 

based on consistency index

 

W

ang

 

Juan

1

£¬

J

in

 

Zhixin

2

 

 

(

1. 

School of Busin

ess Administration

,

 

Liaoning Technical University

,

 

Huludao 125

000,

 

China

;

 

2. 

Shanxi Coking Coal Refco Group Ltd

,

 

Taiyuan 030024

,

 

China

)

 

Abstract: 

For the 

multiple attribute decision making

 

problem, in which 

the attribute weights 

are

 

in

completely 

unknown 

an

d 

attribute values 

t

ake

 

the form of

 

hestitant 

t

riangular

 

fuzzy numbers, 

a bidirectional projection decision method based on 

consistency index

 

is

 

propose

d. 

Firstly

, the vectors of alt

ernatives

,

 

positive

-

ideal and negative

-

ideal point 

are

 

defined. A 

bidirectional projection decision model based on consistency index 

is

 

proposed, in which the attrib

ute values 

are

 

in the form of 

hestitant 

t

riangular

 

fuzzy set. Then, an optimization model b

ased on maximizing the consistency index 

i

s constructed to obtain 

the attribute weights. 

Finally

,

 

a numerical example is provided to illustrate the validity

 

and 

feasibili

ty

 

of the proposed method.

 

Key words:

 

multiple attribute decision making;

 

hesitant tri

angular fuzzy set

; bidirectional projection; consistency index.
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Zadeh

[1]

提出利用模糊集处理不确定性和模糊

性决策信息

，

但

随着决策过程复杂性和决策信息模

糊性的增加

，

模糊集通过单隶属度刻画模糊信息

，

难以满足实际决策的需要。

国外学者对模糊集进行

了

一系列

拓展

，

先后提出直觉模糊集

[2]

、

type

-

2

型

和

n

-

型模糊集

[3]

等。近年来

，

Torra

[4]

提出利用具有

多重隶属度的犹豫模糊集处理多属性决策问题

，

犹

豫模糊集可兼顾决策者意见不一致和模糊源过多的

情形

，

更适合表达决策者

偏好

[5]

。

 

需要指出的是

，已有关于犹豫模糊多属性决策

问题的研究仍存在不足之处，譬如只允许

评价信息

是

由若干精确值或区间数

组成

[

4

-

6

]

。在实际决策中，

考虑到决策环境的复杂性、决策者

认知的局限性

和

决策

时间等

限制因素，决策者往往难以给出以精确

值表示

的

评价信息

；

而以区间数表示

评价信息

，由

于区间数缺少中心

，

经过一系列

复杂

运算

后

可能进

一步扩大或缩小区间取值范围

。

为

克服这一缺陷，

