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摘要：在统计过程控制研究中，产品可靠性与产品使用环境息息相关。当对多产品同时监控时，少有研究将各产品的不同使用环境加以考虑。传统控制图通常假设各产品的故障率服从相同参数，但现实生活中，不同的使用环境使得相同故障率的假设很难成立。基于似然比统计量提出一种新的控制图，该统计量考虑了使用环境差异造成的产品故障率的个异性，用于产品总体的可靠性监控，仿真结果表明，研究提出的控制图在不同样本量及环境差异程度下均有很好的检测能力。
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Abstract: In the research of statistical process control, product reliability is closely related to product use environment. When monitoring multiple products at the same time, few studies consider the different use environments of each product. The traditional control chart usually assumes that the failure rate of each product obeys the same parameters, but in real life, the assumption of the same failure rate is difficult to be established by different use environments. This paper presents a new control chart based on likelihood ratio statistics, which takes into account the anisotropy of the product failure rate caused by environmental difference. The simulation results show that, the control chart proposed in this paper has good detection ability under different sample size and environmental difference.
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1   研究背景
21 世纪作为“质量的世纪”，产品质量竞争日益激烈，如何保证和改进产品质量成为了学术界和工业界的研究焦点。统计过程控制（statistical process control, SPC）技术在提高产品质量特性方面的作用已在广泛的实际应用中得到验证，被用于产品投产前的实验设计、生产过程中的质量特性监控与故障诊断及过程统计调节。控制图作为SPC的重要工具之一，被用于过程的在线监控，当过程异常引发质量特性变化后，控制图可以及时报警从而减小损失。1925年，休哈特博士[1]基于统计学中的原理第一次提出了Shewhart- 控制图。由于Shewhart控制图仅仅利用了当前样本的信息，所以对大漂移敏感而对中小漂移较不敏感。为了提高对中小漂移的检测能力，人们又陆续提出了其他的控制图，如Page[2]提出的累积和（cumulative sum, CUSUM）控制图和Robert[3]提出的指数加权移动平均（exponentially weighted moving average, EWMA）控制图。
传统控制图主要针对计量型数据，在实际中，包括半导体晶园缺陷数、文档错误数、家电保修次数等计数型数据常被假定服从泊松分布，并需通过控制图进行监控。对于泊松计数过程，最简便的监控控制图为休哈特提出的图（又称缺陷数控制图）。Borror等[4]将EWMA控制图应用于泊松数据并设计相应的控制线，通过马尔科夫链方法得出相应的ARL（average run length），并通过比较证明EWMA控制图优于图。Brook等[5]首次提出泊松计数过程的CUSUM控制图；Lucas[6]对这个问题进行了深入研究。White等[7]证明了对于生产过程波动的监控，泊松CUSUM控制图要优于传统的图。近年来，许多学者也开始研究时变样本的泊松计数过程，例如人口总量变化下的疾病发病情况。Mei等[8]通过对传统CUSUM控制图的转换，提出3种针对时变样本的泊松过程的CUSUM控制图。Dong等[9]考虑运用EWMA控制图来解决人口规模变化的问题，主要思想是将观测数据除以相应的样本量来反映样本规模的变化。Zhou等[10]基于加权似然比检验地理论将时变样本量巧妙地融入所构造的统计量，并建立了相应的EWMA监控系统，分别在受控及失控状态下均取得了比之前的CUSUM控制图及EWMA控制图更为稳健的结果。
上述控制图均针对单个泊松过程数据流的监控，然而随着工业、医疗等环境越发复杂、数据越发丰富，对于多数据流的监控也显得尤为重要。Tartakovsky等[11]、Woodall等[12]研究了多传感器变化点的监控问题；Skinner等[13]基于广义线性模型构造似然比统计量，对多数据流计数型数据进行监控，并证明了该方法比图更为有效；Li等[14]运用马尔科夫链及随机游走的方法估计了泊松CUSUM统计量的值并运用FDR(false discovery rate)方法对多数据流进行监控；Wang等[15]基于拟合优度检验构造统计量实现了多数据流泊松过程的监控，并与Tsum、FDR等方法进行了对比。
虽然多数据流监控的研究有很多，但无论是针对连续型数据还是离散型数据，通常假设各个数据流都服从相同参数分布的情况；现实中，这样的假设显然很难成立。同一批产品由于不同用户间使用习惯、使用场景的差异性，其损坏情况显著不同，例如，同一辆车在驾驶习惯良好的司机和驾驶习惯不良的司机手中产生故障的情况完全不同。从泊松分布角度看，如各产品故障数据流服从泊松分布，则意味着各产品故障过程的均值参数各异，虽然单一产品在泊松分布下的均值和方差相同，站在产品的总体角度看，故障的方差显著大于均值，称为过离散现象。本文针对上述问题，基于似然比构造了新的Shewhart控制图来对使用环境不同情况下的产品故障数据进行有效地监控，并利用Monte Carlo仿真分析方法对控制图的性能进行分析。
2  考虑使用环境差异的Shewhart控制图
Borror等[4]、White等[7]、Mei等[8]在研究中均假定产品的故障随机发生，其发生次数服从参数为的泊松分布，即：
（1）
但是上述概率化模型并未将产品的使用环境、用户的使用习惯等因素加以考虑。事实上，对于同一批次产品，不同用户的平均故障频数会因其使用习惯、使用环境的不同而存在差异。若用表示不同使用环境、习惯下故障频数的概率密度，则产品总体发生x次故障的概率可以表示为：
（2）
[bookmark: OLE_LINK1]    我们借鉴晶体表面缺陷密度的分布来选取。Stapper[16]用伽马分布来表示缺陷密度函数并得出了相应的缺陷概率分布。Murphy[17]在研究晶体缺陷数的时候发现，随着晶体表面积的增加，晶体上缺陷数的分布会出现聚集现象，即缺陷数的密度不再是一个常数。在我们的问题中，同批次产品在不同客户手中故障密度也类比于同一晶体单位面积上缺陷密度，因此我们将选为伽马分布，特别的，分布表示为：
  （3）
式（3）中：为伽马分布的形状参数；为伽马分布的均值。事实上，当服从时，式（1）中的故障分布将变为如下的负二项分布：
（4）
参数描述了不同用户使用产品的差异性，相应地刻画了产品在不同环境下的故障分布聚集度，越小，产品间的环境差异性越大。由公式，式（4）可改写为：
     （5）
    对于同时监控的n件产品，记产品i在到时刻的故障次数为。我们假定独立且同分布于参数为的泊松分布。为了刻画不同产品的使用环境差异性，假定Gamma()。基于故障数据,，我们考虑产品总体故障数的假设检验：
                                              （6）
对于给定各时刻的故障数据,，在式（4）下的对数似然函数为：
   （7）
在时刻t对于的极大似然估计(maximum likelihood estimation, MLE)可表示为：
                                     （8）
相应的似然比统计量为：

                                 （9）
当统计量超过预定的控制限时，我们可以判定相对于正常值发生了偏移，即过程失控。由于本文提出的控制图为基于似然比的控制图，故我们在这里将其记为控制图。对于的控制线，其步长为：
（10）
式（10）中，L>0为使得受控状态下ARL达到指定数值的控制线。
本文假定产品在各时刻的故障发生数独立同分布地服从参数为的Poisson分布，而各产品的独立同分布地服从Gamma分布。我们通过先随机生成，基于再随机生成的方式，用仿真方法确定控制图的控制线及ARL，将此方法记为方法一。由于Gamma分布和Poisson分布可复合为负二项分布，Christensen等[18]和Saghir等[19]在研究中直接基于负二项分布生成仿真样本，记此方法为方法二。值得注意的是，通过方法二生成的仿真样本，相对应的各产品在各单位时间段发生故障的时变且随机；而现实中，就单个产品而言，由于使用者是固定不变的，的随机性缺乏现实意义。在本文中，我们也比较了两种随机抽样方法对控制图性能的影响。
3 控制图性能分析
控制图的性能，通常采用ARL来衡量。ARL是指从检测开始到控制图发出报警信号为止所抽取的平均样本数。当过程没有漂移时，我们称过程是受控的；否则就称为是失控的。记受控的ARL为ARL0，失控的ARL为ARL1。当过程受控时，控制图的报警就属于误报，所以 ARL0越大越好；当失控时，我们希望控制图尽早报警，即ARL1越小越好。在衡量控制图性能时，通常固定ARL0并比较相同漂移下相应的ARL1来衡量控制图的检测能力。ARL1越小的控制图的检测能力越好。
对于本文提出的考虑使用环境差异的控制图，我们基于上述讨论有如下仿真过程：
（1）确定产品个数n、整体故障频数、形状参数，从Gamma()中随机生成n个随机数，即为每件产品对应的；
（2）对于步骤（1）中生成的，随机生成时刻t服从Poisson()的随机数，即为我们考虑各产品使用环境差异的产品故障样本数据；
（3） 计算的极大似然估计，并计算对应统计量；
（4）如果，则继续生成样本，否则报警。
考虑到样本规模和运算时长的限制，我们选取ARL0=100，在通过仿真确定控制线之后，在不同的失控偏移程度下对失控平均运行长度ARL1进行仿真，越大意味着失控程度越大，当时过程为受控状态。对于形状参数，选取0.6~2.0的不同参数值，在不同情况下分别去仿真计算对应的ARL1。所有结果通过10 000次模拟获得，当单次运行长度超过2 000时自动截断，取此次模拟的运行长度为2 000。表1为监控产品数=100时的仿真结果，给出了不同漂移程度下控制图的性能表现。可以看到，随着漂移幅度的增加，ARL1逐渐变小，说明控制图对总体故障数的增加具有很好的检测能力；同时可以发现，随着的变大，ARL1逐渐变小，即若各产品间使用环境差异程度降低，控制图的检测能力将提高。

表1  漂移时方法一的控制线及ARL（ARL0=100，n=100）
	
	=0.6
	=0.8
	=1.0
	=1.2
	=1.4
	=1.6
	=1.8
	=2.0

	
	h=1.64
	h=1.90
	h=2.10
	h=2.28
	h=2.44
	h=2.50
	h=2.55
	h=2.60

	1.05
	98.88 
	96.64 
	94.41 
	93.30 
	91.38 
	88.36 
	86.80 
	84.77 

	1.10
	82.20 
	78.07 
	73.59 
	69.76 
	66.84 
	63.42 
	59.89 
	56.84 

	1.15
	62.93 
	58.15 
	53.06 
	48.69 
	42.43 
	39.36 
	35.49 
	31.12 

	1.20
	46.76 
	40.98 
	34.52 
	28.86 
	23.37 
	20.84 
	18.14 
	15.27 

	1.30
	20.57 
	15.44 
	11.34 
	7.62 
	6.26 
	5.46 
	4.33 
	3.61 

	1.40
	7.93 
	5.31 
	3.79 
	2.54 
	2.12 
	1.88 
	1.75 
	1.63 

	1.50
	3.88
	2.27
	1.64
	1.43
	1.26
	1.21
	1.18
	1.15



表2给出了方法二的控制线及ARL。由于样本间的时间独立性，我们通过寻找100 000个统计量运算结果的0.01分位点来确定ARL0=100情况下的控制线，再去计算各漂移程度下的ARL1运算结果。可以发现，方法二的控制线与方法一的结果不同且相较于方法一更宽。
表2  漂移时方法二的控制线及ARL（ARL0=100，n=100）
	
	=0.6
	=0.8
	=1.0
	=1.2
	=1.4
	=1.6
	=1.8
	=2.0

	
	h=3.31
	h=3.28
	h=3.26
	h=3.27
	h=3.34
	h=3.38
	h=3.33
	h=3.42

	1.05
	75.76 
	69.06 
	65.83 
	63.41 
	62.26 
	61.32 
	60.49 
	59.80 

	1.10
	41.47 
	34.68 
	31.11 
	28.97 
	28.97 
	27.99 
	27.12 
	24.73 

	1.15
	21.88 
	17.72 
	15.67 
	13.97 
	13.38 
	12.96 
	12.33 
	11.17 

	1.20
	12.57 
	9.86 
	8.60 
	7.62 
	7.42 
	7.03 
	6.49 
	6.03 

	1.30
	5.26 
	4.12 
	3.51 
	3.17 
	3.02 
	2.84 
	2.69 
	2.54 

	1.40
	2.86 
	2.31 
	2.03 
	1.84 
	1.75 
	1.67 
	1.58 
	1.53 

	1.50
	1.89 
	1.59 
	1.44 
	1.33 
	1.29 
	1.25 
	1.21 
	1.18 



事实上，由于方法二从负二项分布中随机抽取样本，各时间段的具有时变随机性；而方法一各产品故障发生频率在确定之后不再改变。方法二下抽取的统计量，其方差可表示为：
                      （11）
而方法一下的统计量方差只有式（11）右边中第一项。因此，方法二监控统计量的方差大于方法一，故而该方法下的控制线也更宽。方法二的各个时刻统计量均通过一次新的负二项过程生成，这与本文所研究的问题并不一致，因此余下的比较均从方法一出发。
改变监控的产品数n，同样去计算不同形状参数下的ARL，仿真结果如表3所示，可以发现控制图的检测能力在产品数较大的情况下更为敏锐。
表3  发生漂移时ARL比较（ARL0=100，n=30）
	
	=0.6
	=0.8
	=1.0
	=1.2
	=1.4
	=1.6
	=1.8
	=2.0

	
	h=1.67
	h=1.95
	h=2.16
	h=2.32
	h=2.48
	h=2.60
	h=2.70
	h=2.76

	1.10
	97.35 
	96.42 
	94.80 
	93.99 
	92.26 
	90.17 
	88.56 
	86.39 

	1.20
	89.43 
	86.36 
	83.24 
	80.32 
	76.49 
	70.74 
	63.03 
	59.24 

	1.30
	74.15 
	67.31 
	60.44 
	53.23 
	49.20 
	41.87 
	36.33 
	32.40 

	1.40
	54.52 
	48.91 
	40.98 
	34.53 
	30.09 
	24.22 
	19.36 
	16.42 

	1.60
	28.45 
	21.27 
	14.98 
	11.09 
	9.39 
	7.19 
	5.15 
	4.70 

	1.80
	14.37 
	8.39 
	5.30 
	3.97 
	3.31 
	2.33 
	2.11 
	1.83 

	2.00
	7.03 
	4.42 
	2.33 
	1.90 
	1.54 
	1.36 
	1.28 
	1.26 



图1给出了不同形状参数下的ARL比较，可以看出，我们提出的控制图在不同程度环境差异下具有很好的检测能力；同时，随着的变大，ARL1逐渐变小，该现象可从统计量的信噪比（signal-to-noise ratio，SNR）角度来解释。对于统计量，其信噪比公式表示为：
                      （12）
图2给出了、=1.2、=1.3和n=30时在0.6到2.0下的统计量信噪比。从图2中我们发现，随着的增大，统计量信噪比呈上升趋势，这也解释了为何控制图对偏移的检测能力随着的变大而增强。
图1、图2改正：1.图中“”“”改为斜体；2.纵坐标轴上的数字改为自左向右连读方式。
[image: ][image: ]
图1  在不同下的ARL比较(n=30)        图2  不同下统计量信噪比结果

4 实例研究
我们用一个实际例子来介绍本文提出的控制图的使用。通过调研，获取国内某大型电梯公司2013年1月至2013年12月期间位于某高铁站的不同电梯故障维修数据，包含设备编号、工地编号、工地名称、走修日期、报修内容、故障原因、故障部件、维修指令等信息。本文研究的是产品在单位时间段内报修频率的问题，故我们选取设备编号及走修日期的数据进行整合，从282例样本中，我们随机选取15辆电梯的数据，记录每辆电梯2013年各个月份的报修次数，见表4所示。
表4  2013年某高铁站部分电梯故障报警数据
	梯号(ID)
	*
	1月
	2月
	3月
	4月
	5月
	6月
	7月
	8月
	9月
	10月
	11月
	12月

	FT6-A-32
	0.91 
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	2
	0
	0
	1
	1
	3

	FT5-A-9
	1.82 
	0
	0
	2
	2
	5
	1
	2
	3
	2
	3
	1
	2

	FT5-A-8
	1.18 
	0
	1
	1
	2
	1
	1
	0
	2
	3
	2
	0
	2

	FT5-A-7
	1.45 
	0
	0
	1
	2
	1
	0
	2
	4
	5
	3
	1
	0

	FT5-A-5
	2.36 
	2
	2
	5
	4
	2
	3
	4
	0
	1
	2
	1
	2

	FT5-A-2
	0.82 
	1
	3
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	2

	FT5-A-17
	0.64 
	0
	1
	0
	0
	2
	0
	0
	0
	2
	3
	1
	1

	FT5-A-14
	1.27 
	2
	0
	1
	1
	1
	3
	1
	2
	2
	0
	0
	1

	EV-02
	0.73 
	0
	1
	0
	0
	1
	1
	1
	2
	1
	1
	1
	0

	EV-01
	1.00 
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	3
	3
	1
	5
	0
	2

	B1-FT3-6
	1.64 
	4
	3
	0
	1
	0
	2
	1
	1
	4
	2
	1
	1

	B1-FT2-5
	1.64 
	2
	2
	0
	1
	0
	1
	3
	0
	0
	4
	4
	6

	B1-FT1-41
	0.64 
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	2

	B1-FT1-25
	0.45 
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	2
	0
	1
	1
	0
	0

	B1-FT1-08
	0.82 
	1
	1
	1
	0
	0
	4
	1
	1
	0
	0
	1
	0

	平均值
	1.16
	0.93 
	1.07 
	0.93 
	0.93 
	1.00 
	1.20 
	1.53 
	1.33 
	1.47 
	1.87 
	0.73 
	1.60 


注：*表示每台电梯的估计剔除了十月份的数据计算得到

从表4中样本数据出发，确定控制图在受控情况下的控制线。首先可以看出，10月份电梯故障频率相较于其他月份明显较高，故将10月份故障数据去除后去计算各电梯受控情况下的故障频率。在后续的控制图监控中可看出，10月份的统计量异常偏高。
我们还发现即便电梯位于同一高铁站，由于各电梯所处的位置、对应的功能、服务的客流量不同、使用环境存在差异，使得其故障发生频率各异。为检验各电梯的故障发生频率是否服从Gamma分布，我们对的分布进行拟合。图3及图4分别给出了拟合Gamma分布的CDF图及QQPlot图，可以发现Gamma分布可以较好地拟合各产品的故障率，也进一步验证了我们模型的假设。通过模型拟合，进一步得到参数的估计值，。基于上文给出的仿真过程，得到控制图在ARL0=30时的控制线L=1.98。
图3改正：1.纵坐标轴标目名称末多了一个“）”；2.纵坐标轴上的数字改为自左向右连读方式。
[image: ]
图3  
图4改正：纵坐标轴上的数字改为从左向右连读方式。
[image: ]
图4  

在确定控制图的控制线之后，我们根据样本计算各时段对应的统计量的值，并运用控制图对统计量进行监控。图5给出了对高铁站电梯故障数据进行监控的情况，可以看出统计量在10月份出界，说明电梯在2013年10月份的故障率整体偏高，考虑“十一”黄金周的影响，我们有理由相信客流高峰使得电梯的整体使用率偏高，最终造成电梯的故障频发。针对这种情况，生产端应当进一步提升电梯在客流量大情况下的产品可靠性，从而在下次客流高峰时降低故障发生频率。
[bookmark: _GoBack]图5改正：1.纵坐标轴上数字的方向改为自左向右读。2.“L”改为斜体
[image: ]
图5  电梯故障数据控制图监控情况
5 结论
本文考虑产品使用环境差异，提出了一种基于似然比的Shewhart控制图，并对控制图的监控能力进行仿真分析，结果表明在不同的环境差异程度下，本文提出的控制图对参数漂移都具有很好的检测能力。相比于传统方法假定多数据流参数分布相同的情况，本文提出的方法更具有实际意义。本文研究的问题假定各产品使用环境差异程度固定，而产品的使用环境会随时间变化，由此各产品之间差异程度也会发生变化，针对这种情况需要进一步深入研究；另外，随着物联网的不断发展，产品使用中的反馈数据不断丰富，如何通过多维度的数据更好地刻画产品使用环境特征，也是今后继续研究的方向。
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